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Definicija 1.
tor. Funkcija f
merljiva ako f~ Hw)

sesta u literaturi.

Sledeéa definicija Je € i ST N) ( (Y, N) je prostor sa o alge-

finicija 1.6. Funkcija bl s -
l]))rsmn.;\/ l)J, je merljiva ako o) = M za sva

Dijagram 1.1: Merljiva funkcua, prema Deﬁmcul 8 6 tehmka povlacenJa una.za.d

I O o sl

Teorema 1.1. NekaJe( :
‘topoloski prostori. Ako je f 5 (X
neprekidna, tada j jego i

Dokaz: Neka j




1.2 VSRV, A U] T

Lema 1.2. Neka je (X, M
tyrdenja su ekvivalentna: ) Prostor sg g—

(1)
i) Zasvakoa € Rje {r € X : f(z)>a} e M

algebrom i f : X — R. Sledeca

f je merljiva.

(i) Zasvako a e R je {r € X : dl @il e M
(iv) Zasvakoa € R je {z € X : f(z) <a} e M
| ) gaswakoa € R je {z € X : f(z) <a} e M

kaz: Jasno, t N .
DZdusobno ko;llljlz(js:i:ailrll)i 11\(IV).su ekvivalentna, jer su skupovi dati u njima
. SN ] S > B it ;
(i) i (iv) ekvivalentna. isti nacin mozemo zakljuciti i da su tvrdenja

Dokazimo sada ekvivalentnost (ii) i (iii). Neka vazi (ii). Tada je

Ine X : fix) 20} = ﬂ{xeX:f(m)>a—%}€M.- e

neN

sledi na osnovu osobina o—

licno, ako pretpostavimo da vazi (iii), tada (ii)
re i relacije

G @) > o) = U{:ceX:f(m)Za_‘_%}é,

neN :

uslovi (ii)—(v) su svi medusobno ekvivalentni. -
zimo sada na primer da je (i) ekvivalentno sa (ii).
ja f merljiva. Tada je {2 ED & T
o tyoren B R, Obratuoi e i

o ekviva'.lentnosti-.ué o




10// , ako (u(z),v(z)) € (a,b) % (¢, 4
1(11) ako i 88109 . Sledi '
c(zb))':z:év (e, 4)

= f & Cy
ravougaonik U Vaz; eu (@) i
3to je ekvivalentn 58 G M,
e e
i |
e uio(ed) €
e U Y 1 ‘ 4 P> »
sato &0 su U1 v mel”lleeII;? l’]e prebrojiva unij otvorenih pra:vougdon;l)@ ki
Syaki otvoren Skllf:1 lslkup.ll Q (P uSIOVU teoreme; §) je o voren). akle 74
vaki otvore
vazi i za S 0 vazi O = Une N 1L, te jé

otvoren skup Ou

g ?algebrom.

‘funkcije, tada su merljive

Propozicija 1.1. Ako su Uy :
sledeée funkcije X = R:

a) w*—W(w) v(w), St



Dokaz: 1. Funkcije:

a) 2+ Rez; b) z—Imz; c¢) 2z |2
su neprekidne. Primenom Teoreme 1.1 sledi dokaz.

2. Kao u Propoziciji 1.1, dokaz sledi primenom Teoreme 1.2 za funkeiju
d(z,y) =+ 1y, (z,9) e R xR. a

Iz prethodnog tvrdenja direktno sledi:

Posledica 1.1. Funkcija f : X — C, gde je f(z) = u(z) + w(z),z € X, je
merljiva ako i samo ako su u i v merljive funkcije.

Propozicija 1.3. Ako su funkcije f : X - Cig: X — C merljive, tad?, su
merljive i funkcije f +g, f-g, o f, gde je o proizvoljan kompleksan broj.

Dokaz: Dokazimo samo da je af merljiva, gde je @ = a1 + t0g, a1, €

R, f = u + iv, u,v su realne funkcije. Ostala tvrdenja se slicno dokazuju.
Kako af = (cqu — agv) + i(asu + a1v), i kako su na osnovu Propozicije ﬂALZ\

realni i imaginarni delovi funkcije af merljivi, sledi da je a.f merljiva;f} |

g

Propozicija 1.4. Neka je A € P(X) i ka(x) = { 1: . i A kaa
funkcija skupa A. Funkcija x4 je merljiva ako i samo ako A € M.

4




5 algebre i merljive f““k(‘i_je

16 -
jivih funkc1ja

. ovi merlj
14 DRI J o0, 00]. Tada je

)keN Diz U 5

Podsetimo se: Neka je (ak gy i g
lim sup @k = lglfq(zgp ak); kingo neN k=n
n __ﬂ

k—o00

_ To je monotono nerastuéi ni,
— sup{ax : ki i E,.N : ! onotono neopadajuéi nj
ok =

Neka je bn ‘neop |
[0 o] uvek postoje limes superior 1 limes inferigp
SR ha)

Za niz b, = inf{ax .
Dakle, za proizvoljan niz U
u [—00, 00). : s

Za skupove uvodimo definicije:

Definicija 1.8. Ako 4; € P(X), k € ‘N‘tada je

A S R
. im i — k-
limsup Ay = (| | Ak, liminf A .

Dakle, z € limsup A; akojez € |J A
2 k—rooi SR TR TS L
ako se z nalazi u beskona¢no mnogo skupova Ay.

; xo-
T =y A e

Ay, §to znagi da postoji

n € N tako da z € Ai za

| vim sem u
konacno : :



1.4 Nizovi merljivih funkeija 7

Pokazimo da su A = {z ¢ Xi f(@) >al, Bi= U {z € X;filz) > a}
edna,lil skupovi. ]iSHO B C A. Ako bi za svako k vamlo fr(z) < a, sledilo bi
f(m)-—Squk( r) < a. Sledi, X\ B C X\ A odnosno A C B, teJeA B.

Kako je B merljlv skup, merljiv jei A.
2) Vazi
inf fi(z) = — sup (- fi(z)),
keN

kEN
paijed & v = :lelg(—fk ()= f(a:) merljiva funkcija.
3) Pokazimo merljivost funkcije f Vazi
flz) = mf sup fx(z), v € X.
k>n

Stavimo gn(z) = Al fr(z), = € X. Na osnovu 1) g, su merljive funkeije, a na
S St

“osnovu 2) virellt;l gn je merljiva funkcija, te je f merljiva funkcija.
4) Tvrdenje se dokazuje kao u 3) jer

e
-

riad ¢ fs(m) — hlinlnffk(z) sup mf fk(z)
s ‘ P 4R NG L ii




e

vazi f(:l?) 6 {&1_

algebre i merljive funkcije

a'-—
18 ///—'

R definisemo njen pozitivan i negatiygy,
i

Definicija 1.9. Za funkciju

deo sa PR i) 0], B X,

O 1) 0), e X
f(z) = B A
P icija 1.8. hei (X M), tada su merljive i sledeée
r(x)ﬁ;zsuuf i g merljive na o algebri (X, M), :
funkcije: min{f, g}, max{f,g}, f+, f— ~
Dokaz: Vazi ( i Sk
sup f; = max{f, g}
€N i
= —00. PrlmenJuJemo prethodno
geje fi=f fo=9g fas=fa=fs == =0
tvrdenjelsledl’daje funkcuamax{ i }merlea Shcno se pokazuje za min{f, g},
P&naosnovutogalzaf+1f_ ¥ SE D RS R g‘:v»‘lfi LB l" § . .

1.5 Nenegatlvna me
niza nenegatr ni

Definicija 1.10. Fu kcga.
konacan skup, odnoSno ako post

Stavimo 4,




1.5 Nenegativna merljiva funkei; . :
jednostavnih funkcija €Ja kao granica niza nenegativnih
e 19

Teoremal'T Dk je of -« X 0, oc]

postoji niz nenegativnih jednostavnih me
tako da vazi

n}erljiva funkcija na (X, M). Tada
rljivih funkeija {s, : n € N} na X

B (z) < snt1(2), T € X,n €N, lim sn(x) = f(z),z € X.

n—oo

Dokaz: Neka i,n € Nil <i<n- 2" Definisemo

Bnii= (o 20)), B = £ ([,

Skupovi En i € X i =1,..,m:2" F, su elementi c—algebre M jer su inverzne
slike intervala. Definisimo

ORI

-1
sn(@) = 3 ==k, (1) +n -k, (2), @ € X.

on
=1

Za svako n € N funkcija s, je nenegativna i ima konacno mnogo vredno
i édnosta,vno se pokazuje da su skupovi En; @ =1,..,n2" 1 Fn d1s;unktn ex

1B € [ 35), = Toon SEISosl
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U oba slucaja vazi Sn+1
Ako z € Fn, tada je Sn

fla

Za f(z) = n+1je snt1(2)

(@) 5n(®)-

L Ll da je

=yl e je sns1(T

o— algebre i merljive funkcije

) E (n,n+1) i flz)=n+l

) > sn(z). 22 f(z) € [n,n+1)

pokazimo da je n < o) < 1. Kako
co '
(o) Efnmendgis R R s e
je(1,2, 271} R amEeRs 2

sledi

R s g ]

S 99 =

zaneko jie{1,2,.,.,2" '}

Dakle, 3n+1($) €| ‘
n,n +1). Time | Je dokazan
OdaJemZSn nEN
g L monotono

neopadajuéi.




